幾何の証明問題における「予想」の役割 by 国岡,高宏
幾何の証明問題における「予想」の役割
圃　岡　高　宏
Roleof“Conjecture”intheGeometricalProveProblems
Takahiro KUNIOKA
1990
数学教育学研究紀要　第16号　別刷
1990年3月
西日本数学教育学会
（111）
数学教育学研究紀要（西日本数学教育学会）第16号1990　pp．11ト117
lH日日HlHlHIlHHLIIJI日日＝lIJIHI＝…………l＝…ll…llIrlIl……lIllrllLllrlIlll日日llEl日日…HHrlIl日日lHHlHlIl
幾何の証明問題における「予想」の役割
広島大学大学院　囲　岡　高　宏
（1990．2．28受理）
＝l日日Illl＝lHIlH日日l＝日日ll日日Ill＝lHH日日＝日日l…＝…llF…日日lllll＝l＝lH日日I‖l日日HHlFl日日日日日日＝
1．はじめに
幾何における問題解決の中でも証明問題に際して予
想というとき，その予想の対象となるものには2種類
のものがあると考えられる。一つは，証明すべき命題，
すなわち結論であり，もう一つは，証明の実行にあたっ
ての方略，すなわち証明方法である。結論の予想は，
ある図形から言えそうな性質，関係等を発見すること
であり，証明方法の予想は，どうすれば証明できるか
の方法についての見通しを立てることである。
本来，数学の定理と呼ばれるものは，定理となりそ
うな結果を予想することによる命題の定立，そして，
その命題に対する証明方法の予想といった，一連の流
れの中で成立してきたものであろう。そこでは，結果
の予想と証明方法の予想とが独立したものではなく，
結果の予想に際しての思考が少なからず証明方法の予
想に関与しているのである。ところが，学校数学の中
での証明問題は，「……を証明せよ。」といったかたち
で提出されるのが一般的であり，そこでは，証明方法
の予想に主眼が置かれるばかりで，結果の予想と証明
方法の予想との間に十分な関連性が設けられていると
は言い難い。
本稿は，結果の予想を行うことが，証明活動にどの
ような影響を及ぼすものか，また，結果の予想をする
に当たって，生徒の思考過程はどのようになっている
かを，従来通りの紙と鉛筆を使った作図とコンピュー
タを使った作図の2通りの作図方法を用いた調査を行
い，その結果を報告するものである。
尚，本研究は，石田忠男氏［広島大学］を代表とす
る『幾何における問題解決に際しての予想の役割の比
較文化的研究』＊）の一端を担うものである。
2．研究の日的
前回の調査1）において，筆者は，幾何図形に対する
生徒の予想が，どのように発生し，また，その予想に
はどのような特徴が見られるかを，コンピュータによ
る作図と紙と鉛筆による作図といった作図方法に対す
る処遇に違いをもたせながら，中学生を対象に調査を
行なった。標本数が少ないため導出された結果に一般
性をもたせるには限界があるものの，その調査の中で
以下のような傾向が見られた。
（前回の調査結果）
【一般的傾向】
（1）予想レベルの推移について，同レベルでの推移
がしばらく続く傾向が見られる。
（2）証明に対する先行経験（どんな証明をしたこと
があるか）が，証明すべき事柄の選択に影響を
及ぼす。
（3）特徴的な図，特殊な図について言えることを，
一般的に言えると考えてしまう。
（4）視覚的判断（そう見える）が予想の根拠として，
強く作用する。
【コンピュータと紙鉛筆の比較において】
（5）予想発生所用時間は，個人差の方が大きい。
（6）予想の数と種類は，個人差の方が大きい。
（7）作図数は，コンピュータの方が多い。
（8）予想の正確さは，問題の難易差が大きく，処遇
による違いは見付けられなかった。
（9）予想の順序に違いが見られる。（コンピュータ
は角，紙鉛筆は辺に関する予想が最初に来る。）
前回の調査では，調査の目的が，主に，予想発生の
属性（予想の速さ，正確さ，数，種類，レベル等）に
焦点を当てるものであったので，結果の予想がその後
の証明活動にどのような影響を与えるかが明らかと
なっていなかった。また，コンピュータの利用者と紙
と鉛筆の利用者というふうに，実験群，統制群に分け
て調査したため，処遇に対する効果の違いが個人差に
よって隠される結果となった。そこで，今回は，予想
の発生よりも，そうした予想がどのような思考過程を
経て生じ，また，予想を行うことがその後の証明方略
にどのような影響を与えるものな‘のかという点を中心
＊）昭和63年度科学研究費補助金一般研究（B）　課題番号634550101
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に調査を進めることとして，以下の点を調査の目的と
した。
（調査の目的）
（1）結果の予想が，証明活動にどのような影響を及ぼ
すかを調べる。
（2）結果の予想に際しての予想の方略，思考過程を調
べる。
（3）従来通りの紙と鉛筆を使った作図とコンピュータ
を使った作図とでは，どのような違いが見られる
か，同一の生徒に両方の作図方法を行ってもらい
調べる。
3．調査の方法
3－1調査方法
調査問題としては，問題場面が与えられていて，結
論が与えられていない問題を4間用意した。そのうち，
2間は，結論が1つの問題（結果がクローズドな問題）
であり，他の2間は結論が2つ以上ある問題（結果が
オープンな問題）である。
く結果がオープンな問題》
【問題堕A－1】
（1）平行四辺形ABCDの対角線の交点0を通る
直線をひき，辺AB，CDとの交点をそれぞれ
EFとする。このとき等しいもの，いえる性質な
どを，いろいろ作図して予想せよ（予想はいくつ
でもよい）。
（2）上で予想したものの内，一番面白いと感じた
ものはどれか？
（3）上で予想したものの内，証明の必要があるも
のを選べ。
（4）AE＝CFを証明せよ。
【図1】
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【問題A－2】
（1）正三角形ABCの辺BAの延長線上に点Dを
とり，三角形DCEが正三角形になるように点E
をとる。このとき等しいもの，いえる性質などを，
いろいろ作図して予想せよ（予想はいくつでもよ
い）。
（2）上で予想したものの内，一番面白いと感じた
ものはどれか？
（3）上で予想したものの内，証明の必要があるも
のを選べ。
（4）BD＝AEを証明せよ。
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【図2】 A ，E
《結果がクローズドな問題》
【問題B－1】
（1）辺ABの中点をCとし，AC＝CDとなる点
Dをとると，三角形ADBはどんな三角形となる
か。いろいろ作図して予想せよ。
（2）∠ADB＝900を証明せよ。
帽
A
【図3】 C
D
【問題B－2】
（1）長方形ABCDの各辺に，4点E，F，G，
HをそれぞれAE＝BF＝CG＝DHとなるように
とると，‾四角形EFGHはどんな四角形となるか。
いろいろ作図して予想せよ。
（2）四角形EFGHは平行四辺形であることを証
明せよ。
A
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【図4】
D
G
C
これらは，前回の調査と同じ問題に以下の証明問題
をそれぞれ追加したものである。
（A－1）「AE＝CF」を証明せよ。
（A－2）「BD＝AE」を証明せよ。
（B－1）「∠ADB＝900」を証明せよ。
（B－2）「四角形EFGHは平行四辺形である」を
証明せよ。
3－2　調査方法・調査対象
同一の被験者にコンピュータと紙と鉛筆による作業
の両方を行なってもらう。各問題において，予想につ
いての質問を行ない，その応答をカセットテープに記
録し，プロトコールとして分析する。また，コンピュー
タによる作業は，作図スピードが早いので，ビデオを
使って生徒の活動を記録した。
調査対象として，広島大学附属中学校2年生の男子
4名を
《オープンな問題一一→2名》，
《クローズドな問題一一一→2名》
に分け，以下のような手順で調査を行なった。
コンピュータ→紙と鉛筆　紙と鉛筆→コンピュータ
被験者K　【A－1】→【A－2】
被験者T　　　　　　　　　　　　【A－1】→【A－2】
被験者S　【B－1】→【B－2】
被験者N　　　　　　　　　　　　【B－1】→【B－2】
4．調査結果とその分析
結果の予想と証明方略とについて興味深い特徴が見
られた部分を，それぞれプロトコールと生徒の書いた
証明の分析を中心に述べたい。
4－1予想について
生徒が，証明の必要性についてどのような信念を
もっているか，また，予想を立てるに当たって視覚的
な判断がどの程度影響しているか，ということをプロ
トコールから見ることができる。
（1）他者への説明を証明の必要性と考える
※被験者Kの場合：【問題A－1】
☆予想
1：EO＝FO
An　　　題D
2：△此0…△αO E O p
3：△BEO＝△DFO
B C
4：AEFD≡BEFD
☆プロトコール［間（3）について］
［（注意）T：観察者，S：生徒；下線部は筆者］
T「どうして3つなの？」
S「いやあ，1番は見ただけで分かるけえ，他のも見
たたけで分かるけど，ちょっと証明した方がいい
かなと。」
T「でも，全部見ただけで分かるんだったら，どうし
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て1番だけ除けたの？」
S「1番は，常識って言うか……他ものまあ常識かも
知れんけど，みんなが分かっているか分からんか
旦……点0は中点だから……」
T「見ただけでどれも分かったの？」
S「と，思うけど。」
T「見ただけでみんな分かって，1番だけは，みんな
が知っとるから？」
S「と思うから。いちばん分かるし……」
T「2，3，4は，自分だけ分かったけど，他の人は
分からんと思ったから？」
S「いや，そりゃないと思うけど。」
T「そりゃないと思うけど，他の人に説明した方がい
いと思ったの？」
S「はい。」
K君の場合，「みんなが分かっているか分からんか
ら」という言葉からも推測できるように，証明の必要
性の根拠として，他者への説得を意識していることが
伺える。つまり，K君は，証明を他者への説得手段と
考えているのである。
（2）命題の複雑さを証明の必要性と考える
※被験者Tの場合：【問題A－2】
☆予想
1：AB＝BC
2：AB＝CA
3：BC＝CA
4：EC＝CD
5：DC＝DE
6：DE＝CE
7：∠A＝∠B
8：∠B＝∠C
9：∠C＝∠A
lO：∠C＝∠D
ll：∠D＝∠A
12：∠D＝∠B
☆プロトコール［（3）］
B
A
D
C
13：∠E＝∠A
14：∠E＝∠C
15：∠E＝∠D
16：∠E＝∠D
17：AC＝DC
ならば
ABC＝DEC
け
T「それ，やっぱり。他は？他のは，証明の必要な
いの？」
S「はい。」
T「何で？」
S「他のは，全部正三角形ということから……でるか
ら……だから，これとこれが同じだったら，この
三角形とこの三角形が同じと言える……」
T「他のは，最初の条件から言えるということか？」
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S「はい。」
T「17番だけは，自分でこうだったらというのがある
から，証明の必要があるという訳だな。」
S「はい。」
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T君の場合，証明の必要性は，命題の複雑性にある
ように思われる。T君は，問題条件からすぐに言える
ことは，証明の必要がなく（「他のは，全部正三角形
ということから‥＝‥でるから」），問題条件以外の条件
を付加した命題に証明の必要がある（「これとこれが
同じだったら」）と考えているようである。また，予
想17番だけは，命題の形式が『～ならば～である』と
いう形をしており，『（条件）→（結論）』という枠組
みをもったものが，証明の対象になると考えていると
も思われる。
（3）視覚的判断が予想に強い影響を与える
※被験者Sの場合：【問題B－1】
☆予想　　二等辺三角形
正三角形
直角三角形
☆プロトコール［（1）について］
T「どうしてそういう予想をしたの？」
S「ここと，ここが等しくて，ここが900だから，こ
こが9伊で，この三角形とこの三角形が合同で，
こことここが等しいから，こことここが等しい。」
D
A C I～
T「900っていうことは，どこに書いてある？　どの
条件で？」
S「だから……錮0とする‥‥‥」
T「900だったらということか？」
S「はい。」
T「一般，というか普通だったら駄目ということか？
これじゃあ二等辺三角形じゃないね？」
D
A C B
S「はい。」
T「二等辺三角形になることもあるということ？正
三角形になることもあるの？」
S「はい。」
T「どうして？」
S「だから…・＝ここが等しくて＝…・こことここが等し
くて……」
D
A C　　　　　13
T「証明じゃなくていいんだからな。そういう図形だっ
たら正三角形になるっていうことだな？」
S「はい。」
T「で，直角三角形になるときは，どんなとき？」
S「これがまず的。で，こことここの辺が等しくて，
でまあ，鮒0になってて，直角三角形。」
T「これが直角三角形になってるわけ？これは？」
D
A C　　　　　】3
S「それはなってない。」
T「なってない。これは？」
D
A c　　　　　】〕
S「これは900」
T「なってる。これは？」
D
A c B
S「……これは，なってなり。」
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S君の場合，2つの興味深い点が見られる。1つは，
筆者の出題意図が任意の三角形ABDについて成立つ
一般的命題を要求するものであったのに，S君は，特
別な場合について成立つ三角形を予想し，一般的に成
立つ性質を考えていない点である。もう1つは，視覚
的判断が予想に大きく影響している点である。実際に
は，正三角形になることのない三角形ABDについて，
正三角形になることがあると答え，また，直角三角形
を予想で挙げているにも関わらず，三角形ABDがつ
ぶれた形となると，もはや直角三角形にはならないと
答えている。
（4）視覚的反例が予想を修正させる
※被験者Nの場合：【問題B－2】
☆予想　　直角三角形
☆プロトコール［（1）について］
T「どうしてそういう予想をしたの？」
S「－（三角形の合同を示して，証明に書いたこ
とと同じ内容を述べる）　　」
T「本当に最初から，そんなこと思ったの？最初，
ぱっと見たとき，そんなこと全部思った？　最初
に思ったことを聞きたいんよ。十
S「……最初は……」
T「最初は何だと思ったの？」
S「最初は，長方形か，平行四辺形か，ひし形かのど
担。」
T「その3つのどれかなと思ったわけだな。．それで，
その2つを除けた理由は？」
S「長方形もひし形も，平行四辺形に含まれるし，長
方形になるのもひし形になるのも，特別な場合だ
けで，平行四辺形というのが一番多いから，平行
四辺形と予想した。」
T「長方形となるのは，特別なときとは，どんなとき？」
S「これかな」
A D
B C
T「これぐらい動かしたら，長方形になるの？」
S「鍵。」
T「これだったら駄目なんか？」
A
B
D
C
S「これだったら，長方形にならない。」
T「こんなんだったら，ひし形になるの？」
A D
B C
S「ひし形には，やっぱり，この長さとこの長さが違
うから，ならない。」
T「もとの入物が正方形だったら，ひし形になるんだ
な？」
S「はい。」
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N君の場合，予想の理由として，最初に証明に書い
たことと同じ内容を述べている（四角形が平行四辺形
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であることの証明がこの時点でできている）にも関わ
らず，長方形となる場合があることを疑っていないよ
うである。コンピュータの連続的に変化する図を見な
がら，点Eが点Aから離れて行くに従って，四角形が
長方形から平行四辺形（長方形でない）に変わってい
くと述べている。このことは，予想の根拠として，演
縛的に説明した最初の理由（証明に書いたこと）では
なく，ディスプレーに描かれる園の目で見た感じ，す
なわち視覚的な判断が大きく働いたものと見られる。
また，初めは，ひし形となる場合もあることを述べて
いるが，これは念頭において推測したと思われ，後に
なって，ディスプレー上の図を見ながら，ひし形にな
ることを否定している。これは，視覚的な反例によっ
て予想が修正された場面と考えられよう。
4－2　証明方略について
（1）予想した結果を前提条件として使う
※被験者K君の場合：［問退A－1の証明
AO＝CO
EO＝FO
∠AOE＝∠COF
∴△AOE＝△COF
∴AE＝CF
K君は，予想の1番で，「EO＝FO」を挙げており，
これを三角形の合同条件として使ってよいものと思っ
ているようだ。それは，K君が，予想の1番だけを証
明の必要なものから除いている点と，それについて「1
番は見ただけですぐに分かるけえ」と述べていること
から推測できる。
（2）予想にないことを前提条件として使う
※被験者Tの場合：［問題A－1の証明］
△AOEと△COFにおいて
0はEFを二等分するから，EO＝FO
OはACを二等分するから，AO＝CO
∠AOEと∠COFは対頂角だから
∠AOE＝∠COF
よって二辺きょう角で△AOEニ＝△COF
だから　AE＝CF
T君は，三角形の合同条件に「EO＝FO」を使って
いるが，この条件は予想の中に現れていない。また，
証明問題である「AE＝CF」が予想の中に見られるが，
K君は証明の必要なものとして，これを挙げていない。
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4－3　処遇の影響について
作図方法に対する処遇の違いによる影響は，予想，
証明のいずれにも確認することができなかった。予想
における思考のパターンや，予想と証明に対する理由
付けには，個人的性向が大きく関与しており，同一の
被験者は，処遇が違っても同様な解決パターンを見せ
た。
5．考　察
筆者は，以下のような枠組みの中に証明を位置づけ
ることが，証明活動に意味をもたせ，さらに，生徒に
数学的経験をもたらすものであると考えている。
観察・実験－予想－試行－証明
」予想の修正－反例
【図5】
幾何図形の場合でいえば，ある図形を観察，あるい
は作図する中で，特徴ある性質，興味ある関係等を予
想し，その予想が本当に正しいかどうかを試行によっ
て判断する。具体的事例をたくさん集めることでその
予想に対する確信を強める場合もあろうし，演繹的な
推論によって確証を得る場合もあろう。後者の場合が，
証明に至る試行である。また，試行の段階で，予想と
矛盾する事例（反例）が見つかる場合がある。このと
き，予想の修正が行われ，その修正した予想について
再び試行を続けるか，あるいは，出発点に戻って観察・
実験を吟味し直し，新しい予想をつくるといった活動
を繰り返す。
ここで，証明の前に，生徒が，証明する事柄の予想
を立てさせることの意義として，一般に，次のような
点が考えられる。
・自分が見つけたことの証明であるという，証明の
動機付けになる。
・証明に当たっての思考の範囲が広くなる。
・予想に至る過程が証明方略を示唆する。
・それ自体が数学的活動である。
・創造性，問題設定の学習に通じる。
しかしながら，今回の調査の結果からも分かるよう
に，単に「この図について予想せよ」といった質問は，
生徒にとって，証明の対象となるような命題を予想す
ることは難しく，また，予想できたとしても，それに
証明の必要性を感じさせることが難しいと指摘できる。
幾何的図形に対して予想を立てる場合，判断の基準と
なるものが視覚的なものであったり，経験的なもので
あったりする場合が多いので，生徒にとって，それら
はすべて当たり前のことと思えるようである。
また，幾何図形に対する予想を立てる場合，視覚的
判断の方が理論的判断よりも優先される傾向がある。
そして，生徒は，視覚的判断にかなりの確信をもって
いるので，視覚的に予想と反するもの（反例）が現れ
ない限り，予想の修正が行われないのである。
・予想した命題の中で，自明なものとそうでないも
のとの判断が不正確である。
・予想した命題が，生徒にとって，情意的には自明
なものと感じられるので，証明の動機付けになり
難い。
・視覚的な反例が予想修正の主要国となる。
6．おわりに
予想がどのような思考過程を経て生じてくるかを，
調査する方法として，予想の理由を尋ね，そのプロト
コール分析を行うという方法をとったのだが，どうし
ても予想が生じた後で質問することになり，生徒は，
その予想に対する正当化をしようとする傾向があった。
そのため，予想の理由として，証明を述べようとする
生徒もいた。従って，観察者との問答から，生徒の思
考過程を推測するより仕方がなく，解釈の妥当性に問
題点を残すものである。これは，今回の調査のような
幾何図形に対する予想が，比較的速く，直感的に行わ
れるため，生徒自身，自分の思考過程を追跡できない
ことも，一つの原因と考えられる。
また，この調査方法自体，大変手間と時間のかかる
ものなので，多数の標本を採ることが難しく，生徒の
一般的傾向を議論することが困難である。生徒が予想
に至る過程を詳しく調査できるような調査方法を工夫
し，さらに，標本数を増やしていくことで，調査の妥
当性を得ることが，今後の課題である。
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